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Examen Calificacién (Parte II)
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Nota. Cada pregunta es de desarrollo, justifique todos los pasos en su desarrollo.

1. Una transformacién lineal T: R? — R? es una similaridad si
dist(T'(p), T(q)) = A - dist(p, q), Vp,q € R?

para alguna constante A > 0 que depende solo de T', donde “dist” denota la distancia
Euclidiana.

(a) Demuestre que para una transformacién lineal 7' no singular las siguientes son
equivalentes

i. T preserva angulos.
ii. T preserva angulos rectos.
iii. 7" es una similaridad.

(b) Demuestre que si T' es una similaridad, entonces su matriz asociada respecto de
la base candnica tiene una de las formas
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2. Sea U C R? un abierto y F' = (u,v): U — R? un difeomorfismo en su imagen. Decimos
que F es conforme si para cualquiera curvas v, n: (—1,1) — U suaves que se intersecten
en un punto p = v(0) = n(0) € U, entonces

2 (5900, 500} = 2 (5F (0. 5 (F o)

(a) Demuestre que F' = (u,v) es conforme si y solamente si las funciones componentes
u y v satisfacen uno de los sistemas de EDPs

Uy = —Uy Uy = Uy
)
Uy = Uy Uy = —Vy

(b) Considere la aplicacién diferenciable F'(z,y) = (22 — y?, 2zy) .

con a* +b* # 0

i. Si Ly y Ly son dos rectas que pasan por el origen, determine el angulo
Z(F(Ly), F(Lg)) en el origen.
ii. Compruebe que F satisface uno de los sistemas anteriores en todo R2.

iii. §Contradice esto el resultado en (2a)? Explique.



3. Sea f € C([a,b]), donde a,b € R con a < b. Sea

M = sup{[f(2)] : @ & [a,b]}

([ vras) "

4. Sea K = C(y) el cuerpo de las funciones racionales en la variable y sobre C.
Considere los automorfismos de K dados por

oly) = L0 T(y)zi(y—_1>

y—1 y+1

y para cada n € N, sea

I, =
Demuestre que lim,,_,o I,, = M.

y G=<o,7>< Aut(K).

(a) Calcule |G |.

(b) Determine F = Fix(H), el cuerpo fijo por H para cada H < @, donde
Fix(H)={k e K: h(k)=Fk, Yh € H}.

5. Sea X un subespacio topoldgico de R? dado por la unién de tres planos distintos (no
necesariamente pasando por el origen). Hallar el grupo fundamental de X en cada
configuracion posible tal que X sea conexo.



